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Matemadtica pura versus aplicacoes

G. H. Hardy (1877-1947), famoso matemdtico britanico, é o autor da
célebre frase:

Daniel Pellegrino Sobre algumas constantes da Andlise Funcional e aplicages



Matemadtica pura versus aplicacoes

G. H. Hardy (1877-1947), famoso matemdtico britanico, é o autor da
célebre frase:

"1 have never done anything 'useful’. No discovery of mine has made, or

is likely to make, directly or indirectly, for good or ill, the least difference
to the amenity of the world.”
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Matemadtica pura versus aplicacoes

G. H. Hardy (1877-1947), famoso matemdtico britanico, é o autor da
célebre frase:

"1 have never done anything 'useful’. No discovery of mine has made, or
is likely to make, directly or indirectly, for good or ill, the least difference
to the amenity of the world.”

Entretanto, seu trabalho hoje tem aplicagdes importantes em genética

das populagdes (principio de Hardy—Weinberg) e fisica (férmula
assintética de Hardy—Ramanujan).
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Matemadtica pura versus aplicacoes

...nessa palestra teremos mais um exemplo (mais modesto, obviamente)
nessa linha...
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Que constantes nos interessam nessa palestra?
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Que constantes nos interessam nessa palestra?

@ As constantes que investigamos sdo as constantes da Desigualdade
de Bohnenblust-Hille (devidas a Henri Frédéric Bohnenblust e Einar
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Que constantes nos interessam nessa palestra?

@ As constantes que investigamos sdo as constantes da Desigualdade
de Bohnenblust-Hille (devidas a Henri Frédéric Bohnenblust e Einar
Hille)...... ..... publicadas em 1931, no Annals of Mathematics.
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Que constantes nos interessam nessa palestra?

@ As constantes que investigamos sdo as constantes da Desigualdade
de Bohnenblust-Hille (devidas a Henri Frédéric Bohnenblust e Einar
Hille)...... ..... publicadas em 1931, no Annals of Mathematics.

@ Na época, a desigualdade de Bohnenblust—Hille destacou-se como
uma ferramenta essencial para a solu¢do de um antigo problema de
H. Bohr (1913) sobre séries de Dirichlet.
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Pré-histéria da desigualdade de Bohnenblust—Hille
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Pré-histéria da desigualdade de Bohnenblust—Hille

O simbolo K denotara o corpo dos reais ou complexos.
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Pré-histéria da desigualdade de Bohnenblust—Hille

O simbolo K denotara o corpo dos reais ou complexos.

(1930, Quart. J. Math (Oxford)) - Desigualdade 4/3 de Littlewood:
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Pré-histéria da desigualdade de Bohnenblust—Hille

O simbolo K denotara o corpo dos reais ou complexos.

(1930, Quart. J. Math (Oxford)) - Desigualdade 4/3 de Littlewood:
Existe uma constante Cg > > 1 tal que

Slw

N
> Ui g)l | < GeallU]
ij=1

para qualquer forma bilinear U : ¢N x ¢N — K e qualquer inteiro
positivo N.
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Pré-histéria da desigualdade de Bohnenblust—Hille

O simbolo K denotara o corpo dos reais ou complexos.

(1930, Quart. J. Math (Oxford)) - Desigualdade 4/3 de Littlewood:
Existe uma constante Cg > > 1 tal que

Slw

N
> Ui g)l | < GeallU]
ij=1

para qualquer forma bilinear U : ¢N x ¢N — K e qualquer inteiro
positivo N.

E sabido que o expoente 4/3 n3o pode ser melhorado.
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Pré-histéria da desigualdade de Bohnenblust—Hille

Para o caso de escalares reais sabemos que /2 é a melhor constante
possivel........
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Pré-histéria da desigualdade de Bohnenblust—Hille

Para o caso de escalares reais sabemos que /2 é a melhor constante
possivel........

o (Littlewood, 1930): Cgo > /2.
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Pré-histéria da desigualdade de Bohnenblust—Hille

Para o caso de escalares reais sabemos que /2 é a melhor constante
possivel........

o (Littlewood, 1930): Cgo > /2.

@ (D. Diniz, D.P, J. Seoane-Sepilveda, G. Munoz-Ferndndez, Proc.
AMS, a aparecer): Cpo = /2.
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Pré-histéria da desigualdade de Bohnenblust—Hille

Para o caso de escalares reais sabemos que /2 é a melhor constante
possivel........

o (Littlewood, 1930): Cgo > /2.

@ (D. Diniz, D.P, J. Seoane-Sepilveda, G. Munoz-Ferndndez, Proc.
AMS, a aparecer): Cpo = /2.

Para o caso complexo o melhor valor da constante n3o é conhecido....
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Pré-histéria da desigualdade de Bohnenblust—Hille

Para o caso de escalares reais sabemos que /2 é a melhor constante
possivel........

o (Littlewood, 1930): Cgo > /2.

@ (D. Diniz, D.P, J. Seoane-Sepilveda, G. Munoz-Ferndndez, Proc.
AMS, a aparecer): Cpo = /2.

Para o caso complexo o melhor valor da constante n3o é conhecido....

~ 2 . 2
....sabe-se que n3o é maior que N
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A Desigualdade de Bohnenblust—Hille
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A Desigualdade de Bohnenblust—Hille

(1931, Annals of Mathematics) - H.F. Bohnenblust e E. Hille melhoram a
desigualdade 4/3 de Littlewood para formas multilineares:
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A Desigualdade de Bohnenblust—Hille

(1931, Annals of Mathematics) - H.F. Bohnenblust e E. Hille melhoram a
desigualdade 4/3 de Littlewood para formas multilineares:

Para todo inteiro positivo n existe uma constante Ck , > 1 tal que
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A Desigualdade de Bohnenblust—Hille

(1931, Annals of Mathematics) - H.F. Bohnenblust e E. Hille melhoram a
desigualdade 4/3 de Littlewood para formas multilineares:

Para todo inteiro positivo n existe uma constante Ck , > 1 tal que

n+l
N 2n

Z }U(e,-l,..., e;n)

i1yeeyin=1

2n
n+1

< C]K,n ”UH (1)

para toda forma n-linear U : /N, x ... x /N — K e todo inteiro positivo
N.
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A Desigualdade de Bohnenblust—Hille

@ O expoente % n3o pode ser melhorado.
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A Desigualdade de Bohnenblust—Hille

@ O expoente % n3o pode ser melhorado.

@ Até pouco tempo atrds, pouco se sabia sobre os valores étimos das
constantes Cg , e seu comportamento assintético.
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A Desigualdade de Bohnenblust—Hille

@ O expoente % n3o pode ser melhorado.

@ Até pouco tempo atrds, pouco se sabia sobre os valores étimos das
constantes Cg , e seu comportamento assintético.

@ Veremos, a partir de agora, o que ha de novo sobre as constantes
Gk n-..
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A desigualdade polinomial de Bohnenblust—Hille

A desigualdade de Bohnenblust—Hille tem uma versao natural para
polindmios homogéneos.
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A desigualdade polinomial de Bohnenblust—Hille

A desigualdade de Bohnenblust—Hille tem uma versao natural para
polindmios homogéneos.

Nesse contexto a busca de melhores constantes para o caso complexo,

além de seu interesse intrinseco, mostrou-se de fundamental importancia
para a solugcdo de problemas concretos envolvendo séries de Dirichlet.
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A desigualdade polinomial de Bohnenblust—Hille

A desigualdade de Bohnenblust—Hille tem uma versao natural para
polindmios homogéneos.

Nesse contexto a busca de melhores constantes para o caso complexo,
além de seu interesse intrinseco, mostrou-se de fundamental importancia

para a solugcdo de problemas concretos envolvendo séries de Dirichlet.

Um marco nessa dire¢do € o recente artigo (caso complexo):
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A desigualdade polinomial de Bohnenblust—Hille

A desigualdade de Bohnenblust—Hille tem uma versao natural para
polindmios homogéneos.

Nesse contexto a busca de melhores constantes para o caso complexo,
além de seu interesse intrinseco, mostrou-se de fundamental importancia
para a solugcdo de problemas concretos envolvendo séries de Dirichlet.
Um marco nessa dire¢do € o recente artigo (caso complexo):

A. Defant et al., The Bohnenblust-Hille inequality for homogeneous

polynomials is hypercontractive, Annals of Mathematics 174 (2011),
485-497.
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As constantes da desigualdade de Bohnenblust—Hille

A hipercontratividade de desigualdade polinomial de Bohnenblust—Hille
significa que....

Daniel Pellegrino Sobre algumas constantes da Andlise Funcional e aplicagdes



As constantes da desigualdade de Bohnenblust—Hille

A hipercontratividade de desigualdade polinomial de Bohnenblust—Hille
significa que....

....existe uma constante C tal que as constantes n-ésimas da

desigualdade sao dominadas por C”, i.e.,

C, < C™.
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As constantes da desigualdade de Bohnenblust—Hille

A hipercontratividade de desigualdade polinomial de Bohnenblust—Hille
significa que....

....existe uma constante C tal que as constantes n-ésimas da
desigualdade sao dominadas por C”, i.e.,

C, < C™.

No nosso caso (multilinear), de acordo com as estimativas conhecidas
para Cx ,, deveriamos esperar o mesmo....
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Estimativas histéricas para as constantes (caso multilinear

complexo)

Daniel Pellegrino Sobre algumas constantes da Andlise Funcional e aplicages



Estimativas histéricas para as constantes (caso multilinear

complexo)

1931: H. F. Bohnenblust e E. Hille

Com < m% (V2)"
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Estimativas histéricas para as constantes (caso multilinear

complexo)

1931: H. F. Bohnenblust e E. Hille
Com<m (vV2)™

1973 (A.M. Davie, J. London Math. Soc.) e 1978 (S. Kaijser, Studia
Math.)

Com< (vV2)"
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Estimativas histéricas para as constantes (caso multilinear

complexo)

1931: H. F. Bohnenblust e E. Hille
Com<m (vV2)™

1973 (A.M. Davie, J. London Math. Soc.) e 1978 (S. Kaijser, Studia
Math.)

Com< (vV2)"

1995 (H. Queffelec, J. Analyse)

Com < (L)m_l
C,m > NG
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Estimativas para as constantes (caso multilinear complexo)

2013 1995 1978 1931
G ~ 1.27 2 ~ 4.160
Cs ~ 1.44 ~ 2.828 ~ 6.726
Gs ~ 1.62 4 =~ 10.506
[ ~ 1.83 ~ 5.657 ~ 16.088
G ~ 2.06 8 ~ 24.322
G ~2.33 ~ 11.314 ~ 36.442
G ~ 2.63 16 ~ 54.232
Cio ~ 2.96 ~ 22.627 ~ 80.283
Cis ~ 5.43 128 ~ 542574
Cro0 ~156-10° [ ~7.9-10" | ~8.14-10™
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...essas estimativas podem ser melhoradas

. mas veremos que algo as estimativas anteriores nao nos contam toda
a histdria....
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Estimativas para as constantes (caso multilinear complexo)

2013* 1995 1978 1931
G | ~1.24 ~1.27 2 ~ 4.160
G ~ 1.32 ~ 1.44 ~ 2.828 ~ 6.720
G | ~1.40 ~ 1.62 4 ~ 10.506
Co | ~1.47 ~ 1.83 =~ 5.657 =~ 16.088
G | ~153 ~ 2.06 8 ~ 24.322
Cs | ~158] ~2330 ~ 11.314 ~ 36.442
G | ~1.63 ~ 2.63 16 ~ 54.232
Co | ~1.68 ~ 2.96 ~ 22.627 ~ 80.283
Ch | =173 | =3.346 32 ~ 118.354
Co | =177 =3.775 ~ 45.425 ~ 173.869
Cs | ~1.81 ~ 4.260 64 ~ 254.680
Ca | ~1.85 ~ 4.807 ~ 90.509 ~ 372.128
Cs | ~1.88 | =~5.425 128 ~ 542.574
Ci | ~1.01 ~ 6.121 ~ 181.019 | ~ 789.612
Cioo | =330 | =~156-10° | ~7.9-10" | ~8.14-10™

* D. Nufiez-Alarcén, D.P. and J.B. Seoane-Seplilveda, (Journal of

Functional Analysis, 2013, a aparecer)
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Como foram obtidas as novas estimativas?

A demonstracdo é bastante técnica.... vejamos apenas a férmula obtida
para as constantes:
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A férmula das novas estimativas

Theorem (D. Nufiez-Alarcén, D.P. e J.B. Seoane-Septilveda, JFA 2013, a

aparecer)

o 1
Se K = C, entdo, usando a notacdo A, = (T (PT”)) P as seguintes

constantes satisfazem a desigualdade de Bohnnenblust—Hille:
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A férmula das novas estimativas

Theorem (D. Nufiez-Alarcén, D.P. e J.B. Seoane-Septilveda, JFA 2013, a

aparecer)

o 1
Se K = C, entdo, usando a notacdo A, = (T (PT”)) P as seguintes

constantes satisfazem a desigualdade de Bohnnenblust—Hille:
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A férmula das novas estimativas

Theorem (D. Nufiez-Alarcén, D.P. e J.B. Seoane-Septilveda, JFA 2013, a

aparecer)

1

Se K = C, entdo, usando a notacdo A, = (T (PT”)) P as seguintes

constantes satisfazem a desigualdade de Bohnnenblust—Hille:

G =1,
e, para m par,
Cm/2
Cn = —~——\ m/2
)
mt2
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A férmula das novas estimativas

Theorem (D. Nufiez-Alarcén, D.P. e J.B. Seoane-Septilveda, JFA 2013, a

aparecer)

— 1
Se K = C, entdo, usando a notacdo A, = (T (PT”)) P as seguintes
constantes satisfazem a desigualdade de Bohnnenblust—Hille:

G =1,
e, para m par,
C. — Cm/2
m= .\ m/2
(")
m+2
e, para m impar,
1 m+l
LZm 2m
Cm-1 CLH
. 2 2
Cm = L m—1
2 —_ 2
(A 2m—2 ) (A 2m+2 >
m+1 m+3
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Estimativas para o caso real

Para o caso real também obtivemos estimativas parecidas...com um
crescimento similar....
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Como crescem as constantes étimas da desigualdade de

Bohnenblust—Hille?
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Como crescem as constantes étimas da desigualdade de

Bohnenblust—Hille?

Usando as estimativas anteriores (e estimativas similares que obtivemos
para o caso real), provamos ainda em outro resultado:
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Como crescem as constantes étimas da desigualdade de

Bohnenblust—Hille?

Usando as estimativas anteriores (e estimativas similares que obtivemos
para o caso real), provamos ainda em outro resultado:

Theorem (D. Diniz, D.P., G. Mufioz e J.B. Seoane, Journal of Functional

Analysis, 2012)
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Como crescem as constantes étimas da desigualdade de

Bohnenblust—Hille?

Usando as estimativas anteriores (e estimativas similares que obtivemos
para o caso real), provamos ainda em outro resultado:

Theorem (D. Diniz, D.P., G. Mufioz e J.B. Seoane, Journal of Functional

Analysis, 2012)

As constantes Jtimas que satisfazem a desigualdade (multilinear) de
Bohnenblust-Hille tém um crescimento subexponencial, i.e.,
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Como crescem as constantes étimas da desigualdade de

Bohnenblust—Hille?

Usando as estimativas anteriores (e estimativas similares que obtivemos
para o caso real), provamos ainda em outro resultado:

Theorem (D. Diniz, D.P., G. Mufioz e J.B. Seoane, Journal of Functional

Analysis, 2012)

As constantes Jtimas que satisfazem a desigualdade (multilinear) de
Bohnenblust-Hille tém um crescimento subexponencial, i.e.,

dado C > 1, existe N tal que C, < C" sempre que n > N.
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Como crescem as constantes étimas da desigualdade de

Bohnenblust—Hille?

Recentemente, em um trabalho ainda n3o publicado, em colaboracdo
com D. Nufez-Alarcén, mostramos que
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Como crescem as constantes étimas da desigualdade de

Bohnenblust—Hille?

Recentemente, em um trabalho ainda n3o publicado, em colaboracdo
com D. Nufez-Alarcén, mostramos que

Theorem (preprint)

As constantes Stimas que satisfazem a desigualdade (multilinear) de
Bohnenblust—Hille ndo tém um crescimento polinomial.
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Como crescem as constantes étimas da desigualdade de

Bohnenblust—Hille?

Recentemente, em um trabalho ainda n3o publicado, em colaboracdo
com D. Nufez-Alarcén, mostramos que

Theorem (preprint)

As constantes Stimas que satisfazem a desigualdade (multilinear) de
Bohnenblust—Hille ndo tém um crescimento polinomial.

Mais ainda:
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Como crescem as constantes étimas da desigualdade de
Bohnenblust—Hille?

Theorem (preprint)

Se as constantes 6timas sdo da forma n9, entdo

°
0 < g < log, (e%_%7> ~ 0.30497.

no caso de escalares complexos.
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Como crescem as constantes étimas da desigualdade de
Bohnenblust—Hille?

Theorem (preprint)

Se as constantes 6timas sdo da forma n9, entdo

°
0 < g < log, (e%_%7> ~ 0.30497.

no caso de escalares complexos.

1—

Nl

e ’Y
0 < g < log, ~ 0.526,

N

no caso de escalares reais.

Daniel Pellegrino Sobre algumas constantes da Andlise Funcional e aplicages



Quais seriam estimativas inferiores para as constantes de

Bohnenblust—Hille?
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Quais seriam estimativas inferiores para as constantes de

Bohnenblust—Hille?

...estimativas inferiores?....temos contribuicGes apenas para o caso real
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Quais seriam estimativas inferiores para as constantes de

Bohnenblust—Hille?

...estimativas inferiores?....temos contribuicGes apenas para o caso real
Através de exemplos concretos, obtivemos ainda estimativas inferiores

para as constantes de Bohnenblust—Hille (caso real)...ajudando na busca
das constantes Stimas:
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Quais seriam estimativas inferiores para as constantes de

Bohnenblust—Hille?

...estimativas inferiores?....temos contribuicGes apenas para o caso real

Através de exemplos concretos, obtivemos ainda estimativas inferiores
para as constantes de Bohnenblust—Hille (caso real)...ajudando na busca
das constantes 6timas:

V2< G <2
1587 < G <1782
1681< (G <2
1741 < G < 2.298.

(Proc. Amer. Math. Soc., to appear 2012)
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Como foram obtidas as estimativas inferiores?
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Como foram obtidas as estimativas inferiores?

Caso m=2:
Seja

To: 02 x 0?2, - R
definida por

Tao(x,y) = xiy1 + x1y2 + Xoy1 — Xoo.
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Como foram obtidas as estimativas inferiores?

Caso m=2:
Seja

To: 02 x 0?2, - R
definida por

Tao(x,y) = xiy1 + x1y2 + Xoy1 — Xoo.

A partir desse exemplo obtemos

G > 21_%
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Sobre algumas constantes da Andlise Funcional e aplicagGes



Consideramos T3 : ¢4 x ¢4 x % — R dada por
T3(X7 Y, Z) =

(z1t22) (ayr + x1y2 + xey1 — xay2)+(z1—22) (3y3 + X3ys + Xay3 — xaya) -
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Consideramos T3 : ¢4 x ¢4 x % — R dada por
T3(X7 Y, Z) =

(z1t22) (ayr + x1y2 + xey1 — xay2)+(z1—22) (3y3 + X3ys + Xay3 — xaya) -

A partir desse exemplo obtemos

G >27s
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Caso geral

Usando um processo indutivo, obtemos

C, >0
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Caso geral

Usando um processo indutivo, obtemos

C, >0

Infelizmente (ou felizmente, para tornar a teoria mais interessante) a
técnica acima n3o funciona no caso complexo...
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Voltando ao comeco.... as aplicacoes
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Voltando ao comeco.... as aplicacoes.

....desde 1930 sabia-se que as estimativas para as constantes da
Desigualdade de Bohnenblust—Hille, no caso polinomial complexo, tinham
aplica¢bes importantes dentro da matemitica...
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....desde 1930 sabia-se que as estimativas para as constantes da
Desigualdade de Bohnenblust—Hille, no caso polinomial complexo, tinham
aplica¢bes importantes dentro da matemitica...

....Ja 0 caso multilinear parecia ter apenas interesse puramente local, sem
repercussoes maiores....

....principalmente o caso de escalares reais, até poucos meses atras, era

de menor importancia dentro da teoria, pois sé o caso complexo tinha
aplicagdes....
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..... mas, em agosto de 2012, A. Montanaro, da Centre for Quantum
Information and Foundations, Universidade de Cambridge, encontrou
aplicagGes explicitas das estimativas que obtivemos para as constantes
multilineares (caso real) em teoria da informacdo quéntica....
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A. Montanaro, Some applications of hypercontractive inequalities in
quantum information theory, arXiv:1208.0161 [quant-ph].
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A. Montanaro, Some applications of hypercontractive inequalities in
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no seu artigo aparece.... "...and a recent result of Pellegrino and
Seoane-Sepulveda giving general lower bounds on the classical bias
obtainable in multiplayer XOR games..."
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..... mas, em agosto de 2012, A. Montanaro, da Centre for Quantum
Information and Foundations, Universidade de Cambridge, encontrou
aplicagGes explicitas das estimativas que obtivemos para as constantes
multilineares (caso real) em teoria da informacdo quéntica....

A. Montanaro, Some applications of hypercontractive inequalities in
quantum information theory, arXiv:1208.0161 [quant-ph].

no seu artigo aparece.... "...and a recent result of Pellegrino and
Seoane-Sepulveda giving general lower bounds on the classical bias
obtainable in multiplayer XOR games..."

...mas....por favor, ndo me perguntem sobre detalhes das aplicacdes,
porque ainda n3o tive tempo de tentar entendé-las.....
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The asymptotic growth of the constants in the Bohnenblust—Hille
inequality is optimal, Journal of Functional Analysis 263 (2012),

415-428.
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